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1, DEFINICION. Consideremos una función F(t) de la variable real t, 
definida para t>0 y nula para t<0. Supongamos que, paras=x+]y 
de un cierto dominio D del plano complejo, la siguiente inte - 
gral converja a una función £(s) 


eSmrjart = £(s) (1) 
[o] 


en tal caso se dice que £f(s) es la Transformada de Laplace de, 
F(t) y se denota por: 


co 


£(s) = 1/F(t)/ »| erat o; s=xtiy E D» 
a ' e o 


La operación realizada sobre Flftg) como indica la (1) se llama la Trans 
formación de Laplace y el operador L recibe el nombre de Operador Trans — 
formada de Laplace» 


La £(s) se llama también la imegen según Laplace de F(t). Nosotros la 
llamaremos simplemente imagen de F(t) entendiéndose que ella se origina 
al aplicar el operador L arF(t). ; A 

Por razones de sencillez, es conveniente considerar a s como real. 
Esto es posible y es lo que haremos en este capítulo. 


Ejemplo 1. Calcular LA, 
solución. Haciendo uso de la definición (1) escribimos: 
co -P 
1/1/ = eStidt=  lín ar, j 


f(s) = lim A 
p.m 
Cuando s<0 tenemos: 
fís) = lín E 210 E 
Pp 0* 


. A -3 a aos á 
Cuando s = 0, el cociente (1 - e PD/s es indeterminado pero aplicando 
L*Hospital vemos que divergey, finalmente, cuanáo's >0 resulta: 


L 
£(s) = == . 
(s S 
luego la Transformada de Laplace de F(t) = 1 existe y está dada por: 
: El AO 
L/1/ = =a s>0 sl Ss 


E E 
Ejemplo 2. Hallar L/ e E 


solución. De acuerdo con (1) es: 
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ot EE eE (* (aro) 
a ad a ( STA | ar dt. | 
3 , 
-(s+2)D Ñ 
= £(s) =  lím Es Ak 
E Dn —0 A en 
“Haciéndo s+2 = 5! resulta: . | 
y pos! 5 | 
1 - 
Es) == ás , 


. 


y esto último es similar al ejemplo anterior con s'= s+2>0. Luego, £(s) 
existe y está dada por; * 
' Y 

-2t 
L/e ef = e +2 , oca a 


Es str2>0,5 s>-2 


Ejemplo 3. La transformada de Laplace al la ouseitn F(t) = 1/t no exis- 


O : 
te P rque da 


est dt: 
0 t 
diverge para todo s, como se comprueba integrando directamente. 
Estos ejemplos nos muestran que, para una dada F(t), pueden existir. 
o no valores de s que hagan convergente la integral (1). Más adelante 
estudiaremos las condiciones que debe satisfacer F(t) para asegurar la 
existencia de su imagen. 


Notación. Es común indican con letras laz la trensformada, corres 
pondientes a las de E que pa 0) 18 función a transformar. Así, 
1/r/ = £(s); 1/6/ = gls); L/Y(t)/ = etc. Utilizaremos esta nota= 
ción a menos que se indice lo Meer 


Utilizando la definición (1) calcular £(s) para las funciones que se 
detallan a continuación, indicando en cada caso los valores de s para 
los que £(s) existe. 0 


d y 
Mas ae a 
3. sen 3t 5 o 4. cos t y » i A 
soluciones. S E i y 
e ee , z 
$e L/2t) = ( e Ter at = 2] Se ar. 
do E 
| st LA Ñ 
e tt — = 
£(s) =2 | pl ( s ] De 


y paras É 0, la integral diverge. 


La 
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ES : ds 
y para s = 3, la integral diverses 


Pot y EE sa 
2.3.  1/seh 3t/ = | e senat dt = je e ( a ) E 
, o o 
: ro _ á A (a he E 
=> e Egg = E | SE Sar, 
“o >) 
ej ap ¿o 
2 2 k 
Teniendo en cuenta el ejercicio 2, 
1/83 c/ a. ES “+ s-3>0 6Ó s>3. 
-3ty 1 o 1 stB5>0 Óó  s>-3. 
do br , 
Finalmente: : s >l3| a 
a E ALL Y ID tdt 
204) = SS E AI E 
po ó 
4, L/c0s t/ = | TE EOStraE 
vo 
pa [co 
E les cn El 
e +1 po 
| 
8 s>0 
£(s) = Pes ia 2 pS 
: ES +1 


Si s<0, el factor exp(-st) tiende a infinito cuando t =0 y la inte- 
gral diverge. Si s=0, la integral es igual a sent qué no tiende a un 
valor definido mara t > pues toma sucesivamente los comprendidos en- 
tre +1 y -1, resultando así una integral oscilamte.Luego la, imagen exis 
te si y sólo si s>0. 


Hallar la imagen de las siguientes funcioneso. 


E 6.. 2 e $. k 
ap S. cosh 2 t 

9. sent 10, eTFsemn t 

1. t sent 12... e* cosn-t 

13 t cos t 14; pe ( | n entero positivo) 


2, FUNCIONES SECCIONALM ma función 'es sec 
cionalmente continua en un inter: ini a b, cuando dicho in- 
tervalo puede dividirse en un Y nito de subintervalos abiertos, 
tal que la función es continua en cadasuno de ellos y tiene límites fini 
tos cuenáo t tiende a los extremos de cada subintervalo desde; su- inte 
rior.Esta clase de discontinuidad de una función se llama discontim idad 


Intuitivemente, una función seccionalmente continmia es continua a 
J e 
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"trozos", con límites finitos en sus extremos coro ilustra la fig.1 
Aquí la función no es continua en a £ t £ b pero sí lo es 'en cada 

uno de los cuatro shbintervalos ahler , 

tos. Además deben ser finitos "Ios 11 r(t) 

mites de wl d izquierda y derecha .c 

de los puntos de discontinuidad: t,, 


L. 
> 


ta y Ey > de la función y también*a , añ e ¡ E 
izquierda de b y derecha de a. : -7 e ! : Lz + Pa 
Estos límites a derecha e izquier la E ta 3 NW 
da se llamen límites unilaterales y s l 4 
Z Fig.l 1 


para ellos utilizarenos la siguiente 

notación. Sea t,tn punto de disc ontimuidad de F(t) ( .2).ComoF(t) es 

continua en puntos próximos a t,, entonces P(t; -5) está definida e 
Suficientemente pequeño y positivo. 

F(t) si lím F(t,-%) es finito lo llamamos 14 

mite de P(É) a izquierda de ts y se indi 


7. ¿UR “a por: 
ll CT dám F(t, -6) =F(t,-0) = E(t,-). 
| A : pam 5>0 L 


De manera "análoga, el límite a derecha se 3 


' 
e a F(t,+) t, se escribe : lím F(t, +6). 
dla ] si S1 este límite es finito lo llamamos 1Ími 
2 > te de F(t) a derecha de E, y se indicapor: 
+ lím F(t, +6) = mE +0) = F(t,+). 
Fig.2 6>h,b>0 


En las notaciones ón -0) y PE, +0 “1 
símbolo O debe interpretarse cono un infinitésimo hayor que dero. 

Los valores P(t.+) y F(t,-) son las ordenadas (valor límite) de F(t) 
a derecha e izquierda de t, “respectivamente. La diferéncia F(t,+)- P(t,-) 
se llama salto de F(t) en i = t, y la denotaremos por a, (fig.2). 

Las funciones seccionalmente continuas en un intervalo finito as t£ b 
son integrables en dicho intervalo. La integralenla, h| es la. suma de las 
RUSS en los subintervalos donde-la función és continua» 

Plato 1. La. función F(t) = 1/7 E no es secciohalriente continua * en” todé 
intervalo finito de t que incluya el origen pues F(t) no tiéne límite £i 
“nito para t'>0, pero sí lo es en todo intervalo “Finito Qt, £t € to: 


Ejemplo 2. La función definida como sigue: Pro 
e 04 t<1 
F(t)=3 1 1£t£43 . + ¿ll Ly A E e 
Le t>3 ' E 8 O 
Pig.3. ( p 


e ilustrada en la f£ig.3, es secciañalr mente continua en todo intervalo fi 
nito 0 £:t £ 7 pues es continua el los subintervalos, (0,1 1) (143) 5, (340) 


, 
sus límites unilaterales son : F(0+) =0 ; F(1-) = 0; P(1+) = 1; F(3= ) ab 
y F(3+) = O. Los saltos valen: 

+ a F(14,) - F(L-)=1 0; Za, = F(3+) = F(3-) = 1, > 


3/ FÚNCIONES DE ORDEN EXPONENCIAL, Se dice que F(t) es una función, de 
orden exponencial u cuando t ->00, si para todo t>T.es 


e Tjri<n ó 


¡3 il 
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donde 4 y M son constantes reales.En otras palabras, si es posible encon- 
trar constantes G y M tal que en valor absoluto F(t) no supere a Mexp(at) 
desde un cierto t=T en adelante, entonces la función es de orden expo - 
nencial d para todo t>T. 38 utiliza también la notación O(e*-) para'in- 
Cdicar que F(t) es de orden exponenciala para t =0. 

si un valoz de a satisface la:(2), también es cierto que: 


Ir<me sue con  laj> 


De esto se desprende que 0 no es único y habrá un conjunto de valo- 
res para los que se satisface la condición de acotación (2). 


Ejemplo l. Veamos si F(t) = t es de Ole ). 
solución. sir(t) es Ce orden exponencial será posible hallar 4 y M tal 
que: 


at 3 
It] =t<Me para todo t>Ta 


si elegimos U = 0, por grande que sea M será superada por t desde 
t=7T= Men adelante. Si0<O, t superará a Mexp(at) para t >0. SiM0, 
la exponencial ' superará, desde un t = T en adelante»a' la función lineal 
verificándose la desigualdad (2) . Si, por ejemplo, 4 = 0,3 y M=1, 'la 
desigualdad se verifica para todo t>T= 6. Luego F(t) es de orden expo 
nencial con 0a>0, 


Ejemplo 2. La función expltÉ) no es de met, En efecto, pata que 


Jexp( 19] = exp(tó) < met 


* 2 2 y 
debería ser, según (2), exp(t-0t)<M para t=00, pero por grande que 
se elija M será superado por la exponencial pues t9>t: para todo 4 
desde un cierto t en adelante. 


con 1o visto hasta ahora, cstamos en condiciones de enunciar el si —- 
guiente : E a ¡ 
Teorema 1. (Teorema de existencia). 51 F(t) es una función seccionalmen- 
te continua en todo intervalo finito 0 gt £.T y de O(e0t) ' entonces su 
transformada de Lanlace 


£(s) = | nar A (3) 
existe cuando s>0. 


Las condiciones impuestas a F(t) en la hipótesis del teorema 1 son , 
sólo suficientes pera asegurar la convergencia de la (3). Una función E 
F(t) puede no ser seccionalmente continua en 0 € t € T y sin embargo exis 
tir su imagen como se prueba con el siguiente: ¿ 
Ejemplo 3. La función F(t) = 1/Vt no es seccionalmente continua en (o,2] A 
pues no existe F(0+), sin embargo es fácil demostrar que su transformada 
de Laplace existe.,En efecto; 


£(s) = L/1/VE / 


/ 


FS 
Haciendo st = x  teneros; 


y como la última is ] S mn /2 sue 2(s) existe y está 
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D aa MEA 4 
dada por: ' £lsj = YTW/S ;= Los Oe $ 
( de! 7 
Se dice que una función es la función nula y se la indica por N(t)si, 
“Yt>0- es: E 


pt , 
| N(T1)AT =0. 
o 
ES 
La función: 
Qe sit=a 
eL , 
y £(t) 0) ytia 
es una función nula en el sentido de la definición anterior. 
Las funciones: Ar (0) 
¿0 O<t<a 3 il a 
F1(t) ta des ¿ 
O) O<t<a A AAA cad 
red t=a e 
PAE Esa E les 
a 2 
ilustradas en las figuras de la deruccha, son Didi << 
distintas y:F, - E =N(t). A Ñ . «1/8 
En la definición de función seccionalmon - aa ; > 


,te continua, como se recordará, no se inclu- y hase 


ye el eventual valor de la misma en los pun - IN 

tos de discontinuidad ordinaria, vecs 81 Ft) N(t)eF Foo 
es seccionalmente:continua y con N(t) repré — > “da 
«sentamos 'el conjunto de valores asignados ..2 4 “1/0 


Fr en sus discontinuidades ordinarias, enton= 
cés L/F,7 = L/F,, + N(t)/ = £(98). 

Así vemos que'dos funciones que dificren A 
en. una función mila tienen la misma imagen. Entonces, la asignación : de 
valores,a una función seccionalmente continua en sus puntos de disconti- 
Suda. no altera su transformada de a 


o 


5. Dada la función F(t) = 'calcular haciendo M = 1, algunos valores 
.para QA y determinar las ler constantes T, tal que Y t>T: 
sea TEM exp(a th. 


> E E NA : 2 at 
(Bdedi si las funciones que se indican a continuación son de Ole ds: 
a ets . 'b). función acotada 
as ' Ñ E 
e) 6 mn (n=entero >0) d) expl -e 7) 
EN 2d, , 
e) exple”) 2), (12 %)/2 
g) sen t/ t h.) expl-t).3en to 
17.Dada la función 
3 Artt) 
as Ñ 
] EE DL£E:=<1 y PA 
to | le 
F(t) = 4- e 1 a ¡ A 
3 j G a] 2, > 
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estudiar si es seccionalmente continua en 0-£ t:4 T y si lo es, deter- 
minar los saltos de la misma. j 


a $ A 4 A p a e : . 
1 Os Decir si les funciones que se mencionan 'a continuación son seccio- 
a 


nalmente continuas en todo intervalo finito 0 £ t 4 Exa 


a) tgt b) e “sent 
c) sen t/t a (n=entero >0) 
e) 1/(t=2) Ey Yi + 1) 


19, 3i F(t) es seccionalmente continua en todo 0 4 t £T y de Ole 
demostrar que: «E 


1d at 
es también de oe Js 


Las funciones que se mencionan a continuación son seccionalmente 
continuas en todo 0 4 t 4 T y de O(exp(1t)).En cada caso se indican 
los valores de 1, Calcular las imágenes y decir, utilizando el Teoremal 
para qué valores de s existen las transformadas. ó 


DO k | 
20. DN s 0í£tZ2a 
r(t) ra e att 
ba ; tb 
21, 
e en t s OETLÉLEN 
F(t) e 
0 ; t.2 6117 
¡ 
A. 
A F(t) 
t : certeza A , 
F(t) =( 
0 $>323 ú 
: E 
le 1 
E > 
ESA 
sen to; Das 
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F(t) 
24, [ 0 ¡ OZt<a 
E ms AAA AAKÁ 
F(t) = l E ss a£t£b zo ; 
¿ 
o ; t>>b > ] 


4. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE. La gran ventaja en el uso 
de la transformación de Laplace como método Operacional en la solución 
de ciertos tipos de problemas, radica fundamentalmente en que, operacio- 
nes más o menos complicadas sobre F(t), tales como integración o deriva=- 
ción, pueden ser reerplazadas por Operaciones algebraicas, como la mul- 
tiplicación y división sobre la variable s. Hsto nos recuerda, por ejem 
plo, a la operación de tomar loaritmo sobre un producto o cociente que 
nos conduce a oneraciones de adición y sustracción respectivamentoa. 

La aplicación del operador L a una función imblica rigurosamente el 
cálculo de la integral (1), sec.1). Pare facilitar esta tarea en muchos 
casos, existen tablas de transformadas do Laplace que se construyen pro- 
poniendo determinadas funciones. Un gran número de éstas, que se pre - 
sentan a menudo en problemas prácticos, pueden ser halladas en ellas y 
de. allí obtener directamente su imagen. 

El uso de la tabla se complementa y facilita con el conocimiento de : 
una serie de propiedades importantes de la transformación de Laplace. 
Nuestro objetivo inmediato será entonces estudiar estas propiedades que 
nos serán de gran utilidad en el cálculo de £(d. 


Di PROPIEDAD DEL LIMITE DEB £(s) ) «Esta propieilad surge como corolatio del 
Ala 1; en efecto,como 


ma e 
le(s)] = tmrar] e de eStlrlar. 
40) 
pero , 
[r|< Met, entonces: 
El 19 a o 
les E erat < | ¿AS 
, Je lo 
lets)] <= » ( s>a) 


: a a 
y como M es independieñte de s nos queda: 


14m Ps) o o (a): 
S —>00 d 


. Esto. significa que, si consideramos las funciones que satisfacen la 
hipótesis del Teorema 1, ellas no vueden tener una £(s) que no verifique 
la propicdad' del límite de, £(s). Entonces s2 , por ejemplo, no puede ser 
la imagen de una función seccionalmente continua y de o(exp(at)), pues 
paras »w , £(s) no tiende a cero. 

.En muchos Casos, £(s) tiene la forma P(s)/ 0(s) donde P(s) es un poli- 
nomio de grado inferior que el del Senominador E 


O .LINEALIDAD.. Teorema 2,-Si F(t) y G(t) son dos funciones tal que 
£(s) = L/F/, gls) =L1/G/ y C, Y €, son constantes entonces: 


3) E . a] 2 E a : A L y 
L/ c,F + c,6/ = C,1/F/ + C,1/G/ = e, £(5) + coat s) (4) 
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La (4) muestra el carácter lineal del operador L y por eso se dice que 
L es un operador lineal . j 


Demostración. La demostración de esta propiedad es inmediata. Partien- 
do de (1) escribimos; 00 
- 00 Y 1 fo 
a, 
1! 


C,1/F/ +0,1/8/. 


=st Fat +0 | est Gdt = 
e e És 


Il 


od E 
L/ €_F +C,G/ =1 e E F+C_G)dy 
El 2 é e 


tl 


Luego: 
1/0, F o+C ¿Y =C,£(s) + c,9(s) » 


Esta propiedad puede extenderse a la combinación lineal'de más de 
dos funciones. E 


Ejemvlo 1. Calcular 1/ 3t - 2 sen t + 137, 


solución. Aplicando la (1) a cada, función o bién Nusranás en tablas de 
transformadas sus imágenes resulta: K . 


y EE L/-t pay e is (e>0) 5 ul sent/ = ist), s>0 ; 


ee E A EN 


L/3t-2sent + Vie */= si A 


Utilizando la propiedad lineal hallar las imágenes de las- siguientes 
funciones: 


2 


25. 03 + 5t ED. La 

27. 42 pe Es (1/6)+% - 4 sent 

20 20.: 2t a ik 

Cd ch 2t - sh 2t “Us. te“t + 5tsent + 2e “cost. 


“ 


3%. Se puedo anlicar la propiedad de linealidad a uná serie de potencias? 


3 2 Probar que: . En e ES 1 
Ya? += EA 
os 


. Pa PROPIEDADES DE TRANSLACION, - ñ 
a) iranslación dela imagen. Teorema 3. Si L/E/= £(s) para s)4 entonces 


Le ne) / = f(s-a) , sua>dó s»a+0 e A 


y donde: a es una constanto. 


b) Translación de la función. Peorema 4. Si >< 


L/F/ =£[(s) «y Et) = 4 Pi bas) Epa 
£ (0) t<a 


con a constante real positiva, entoñcos 
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L/G(t)/ = e “L/F/ = Cels), s>4 (6) 


Demostración del teorema 3. Partiendo de la 


0) 
o: 
(6) 
o 
pl 
ES 
p 
n 
p- 
O 
Ss 
SS 
p 
u 


y haciendo s-a = s' p 00 
E Be 
D/ep(t)/ = | e? trat o= £(st) = £ís-a) 
z a 
cuando s'>0 Ó s>a+(., 


Ejemplo 1. Calcular 1/ eos t/. e 
3olución. Sabiendo que £(s) = L/cost/ = s/(s +1), tenemos: 


y -2t : + a 
L/e * cost/ = 2 [s-(-2)] = £(s+2) = A pi ,» s+t2>0 Ós>-2 
(s+2)2 + 1 
Luego, para hallar la 1/etp/, reemplaza 
mos s por s-a enf(s). 2 
2 -1 + s 


Hemos dicho que a es una constante, que en general será compleja 


de la forma a= a, + Já, E8ñ a, Y a, constantes reales, entonces: 
a de Le 


1/0 F/ = 2 [8 (a, +3a,)] = £(b-a,) - ja,] (7) 


Veamos para qué valores de s 2xiste la transformada cuando P(t) 
es de O(explat)). 


[es 00 
1/0 tp) = | asta a ar y (s-a,)t ja,t F(tdát 


o ] "O Ñ 
P Lay ; 
ne Jato e)| S le [eme * , luego 
> PA 
e [(s-a -ja,| < sl e (s-a, )t A 
gR le] 
o) s=-(a,+ a) 


y la integral converge si s>a, +40 ( recordar Ej.1, sec.1), es decir, 
la transformada existe cuando 


s>Re la) +14, (7) 


Ejemplo 2. Calcular L/00ue / siendo W= constar 
solución. Aquí F(t) =1 y Ss uede consider 3 exponencial con 

- G“=0. Además Re(jw)=0 y £(s) = 1/1/ = 1/5, entonces aplicando la (7) 
y (7*) Yesulta: 


| s>0 


ra Her muestra una función F(t) y la 
sladando en a unidades a F(t) ha- 
=0 cd ra 0<ct<as 


Demostración del t 
fig. 4(b) la S(t) 
cia la derecha del 
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Partiendo de (1): 


1/G(t)/ 5 e "“G dt e SS rtajat 


o om -! ni 
EN E 
ESHOS | SE A : 
PR zo 
entonces Les a £(s) 
1/G6/ =e L/F/ = e * YA 


Esta propiedad nos dice que, la imagen de una función transladada en 
a unidades a la durecha del origen y nula en ( 0,a), serobtiene multi- 
Plicando la transformada de la función sin transladar por exp(-as). 


Ejemplo 3. Caleular 1/c(t)/ siendo e (e) 


t-2 t22 
G(t) = de? 
LE 0 CCOOf£t£2 
ñ % 0 ¿ O E 
que se ilustra-en la fig.5.: — a 
Solución. La función sin transleder es FP =t' S 
entonces, teniendo en cuenta la (8) escribimos; 
A , -25 28, e 
1/0) = € 7 L/P/ = e O L/tf =8 =l 2 


, s>0. 


Utilizando las vroviedades de translación haller la imagen de las 
siguientes funcio.es: 


2 " sen e 34, ¿Bt t ON : 
eos + 36, (re? y e só ed 
0 
dE 2084 (t= E tato, 
PS, SO ale) =4 A A k rs po q 
o E A E >* y 3% : y -0 A , A 
AA 
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- > 
39: 
la £t 41 
OS) donde a(t) =< 0, 0g£t£1 
t21 
E 
¡_——_—— 


S. CAMBIO DÉ ESCALA. Supongamos cambiar t por at, donde a es 
una constante positiva y F(t) de Ol(exp(at)), entonces podemos enunciar 
el siguicnte: 


Teorcma 5. Si L/F(t)/ = £(s5) cunado s>(, entonces - 
1/r(at)/ ¿Dels/a) , s/a>0» (8) 


Demostración. De la (1) resulta: 


[ee] 


L/P(at)/ = | rarjar 
á 5 
y haciendo at =T queda: 
[ee] Ñ e 
. u(s/a 1 ; 
1/PCat)/ = ar) ar =-Lels/a). 
2 “o A 


Ejemplo 1. Sabiendo que L/sen t/ = 1/(s?%+1) calcular L/sen 2t/. 
Solución. Aplicando la (8): 


L/ sen 2t/ = 


Utilizando la propiedad del cambio de 
las funciones que se detallan a continn 


40. 1/ aptas VA siendo L/ 1/ vt f = YN/s A 3>0. 
WT E 
A 2 

4. 1/ cos V5t/ siendo L/cos t / =8s/(s +1), s>0. 

> St z 3 $ E, 

42. 1/0 F[t/2) / siendo L/ F(t) [/ =e Ys S 2>0., 

OÍ IMAGEN DE UNA INTECGIA si F(t) es ionalmente.conti- 
:múa en todo intervalo . y dc 0 )) y además L/F/=E(8) 


entonces: 
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(9) 


do 
Demostración. Escribimos el primer miembro de la (9) como sigue: 
[cs] Ñ E rP s rt 
ae | “P(Tjatdt = 15m | st ¡ P(T)at át 
“0 “O o o) 


e integrando por partes resulta: 


to Pp P 
F(T)at + > trar 
o So 
En él éjorcicio 19 sec.3),“se demostró que la integral 
pé Ea t 
G(t) = 
“o 
a cuando F(t) es ae 0(e%*) y 
21 hecho'que Gl 


es de o seccionalmente continua. 
niendo en cuenta esto y e 0) = 0, la contribución de 
mino integrado cn (10) es:cero cuándo” p'=edo' y nos: “queda: 
] a MB 8 
E al st 1/F/ £(s) 
T T/= <= a h 3 = hot = matt 
YA F( Jar/ z | F(t) dt S j 
so) o 
Luego, la imagen de una integral en (0,t) se obtiene dividiend 


s la transformada del integrando. 
si G(t) tiene un valor inicial E, FO para t = 


Jn 
ac) = | F(T) A4T + Gor, 


' zo 
y su imagen, según (.) y la -ropiedad lineal sería: 
ati pa Es) 8 
L/G(0)/ e ad 
Ejenplol. Sabiendo que 1/t/ = 1/8 ¿ptorminar L/t%7. Ñ 
Solución. La función a ( 
: e | T dt 
“o 
y aplicendo la (9) resulta: 
a e 
1/t/ =1/ 2 | tat/ =2 1//_ o US”, =- , 
o > s 
rt 
O LO Calcular L/ ] Teent et Lo 
: o 
Solución. De acuerdo cor(9) se tiene: 
je 
sy Fon tat / — 


P(T)AT Poe ; 


“y 


Te - 
1 tér 


a 


do por 


= 0, escribimos: 


(11) 


s>0. 


14 Sec.10) 
L/ dE t/ = iia 
entonces UstiJ0+ 1 
at 
2 3, E 
DY | A. A A s>0. 
E 5 s (st1)% 1] 
Calcular la imagen de las siguientes . ; . integrales. 
t o E 
43, | sent dt +5 44, | tar (W = cont. real) 
' Le 
0 oO £ txa 
1 t>a 


pt ; i 
e a sh 31 dT. % 
o « 


[o] 
E 
45. [eco at donde F(t) = 


10. TRANSFORMADAS D' DERIVADAS. Teorama 7. 31 F(t) es continuas para to- 
(at) 


- do t>0 y de Olexp(at)), comilín Ft) =F(0%) y F'(t) seccionalmente 
A 0 E o: ED Ñ 
continua en todo intervalo finito 0 £ t 4 T, entonces, para s>4 la trans 
formada de F'(t) existe y está dada"por pe ' E 
+ + 
L/ F*(t)/ = s L/F/ - F(O ) =s£(s) - F(O.). , (12): 


si F(t) tiene un valor en t=0;, el término constante de (12) se es = 
cribe F(0). n 
Demostración (ver Apéndice A). . a 

Con el fin de simplificar. la demostración hemos supuesto una sóla 
discontinuidad para F*(t), nero la (12) seguirá siendo válida aún si el 
número de aquellas fueren dos o más. pia 

Si en vez de ser continua, F(t) fueso seccionalmente continua en to- 
do 0£t 4.7 con discontinuidades en los puntos E, (i=1,2,3,..) la (12) 
"puede generalizarse como sigue; ñ E 


n 

oy ó So ost, . E . z 

L/F*(t)/ = sL/P/ a eo) - 2 enctao: (13) : 

donde a, = P(t,+) po P(t,-) es el salto de F(t) en tet.. 


dice A. En esta 
) caso se requicre 


La justificación de la (13) pucda verse en, al apón 
fórmula, n-pu ser finito o infinito. En e , 
que Fá serie L COMVELJONTE. 


Ejemplo 1. Calcular 1/0 (sen t + cos t) f/. 

Solución. La función e sen t + cos €) EA e “sen t), entonces hace= 
4 HE 

mos F(t) = e sen t, siendo F(0) = O aplicamos la (12) al ser F(t) con, 

tinua y tenemos: : 


1 e (sent + cost) /= 1/ Fee sent) -/ = aL/e sent/-F(0) 


pero, según (5) A 1 
L/e sentí =. oigo. 


Sec.10) Transformada de Lanlace 15 


s s 
luego L/ e eent o A A 3 2 AAA 


(5 1)% Bl s>1 


En muchos «casos, la (13) o bién la (12) pueden ser utilizadas para 
determinar la transformada de Laplace de una dada función como se puede 
apreciar en el siguiente 


Ejemplo 2. Hallar la L/Ftt)/ donde 6 DER - 
F(t) =$F, 1£t2£3 
Ñ (0) t>3 
Solución/ En la fig.7(a) se ilustra la Art) 
función y en 7(b) su función derivada Ea á y 
F'=0. Como F(t) no es continua partimos o ; ' € 


de la fórmula (13) para el caso de dos A 


saltos y nos queda: 


L/P1/=0/0/=s1/8/-8(0)0 "Sa, Ba, = a Á mn 
donde; Te 
A == F(1+) —P(1-) = FO =“F, : 

La dy ] E F*(t)z0 
a) =F(3+) -F(3-) = 0 -F, =P, TA 
F(0+)=0. qe 

(b) 

Luego según (12): € 

ELIT 
O =s£(S) - re? +9 079 

de donde. 

£(s) = , 


que coincide con el resultado del ejercicio 24 sec.3). 

Para Obtener la L/P"/ aplicamos en forma iterada el Teorema Pe 55 PT) 
y F'(t) son continuas y de orden exponencial 0 y F"(t) seccionalmente 
continua en 0 £t £ T, entonces, para s>fUla transformada de Laplace de 
F"(t) existe y está dada por: 


L/F9/ = Ss L/P/ - sF(0+) — Fr(04). (14) 


Podemos hacer una demostración formal de csta última como sigue: Llaman- 
do G(t) = F'(t) y aplicando la (12) resulta: : 


L/P9/ = L/G*/ ='s1/G/ - G(0+) = sL/E/ —- F'(0+) 
y además 1/G/ = 1L/F*/ = sL/F/ - F(0+) 
entonces: 7 
2/8) = 3 (51/2] - 200] - ero) > 
=s* 1/E/ - sP(0+) - Fr(0+). 


Siguiendo el mismo procedimiento anterior y por aplicación iteradade 
la (12) se puede obtenor la 1/r Y (2)/. La fórmula que la ditermina como 
así también las condiciones sobra F(t) y sus derivadas están dadas por 
el siguiente: 

Ieorema 8. si una función F(t) y sus (n-1) primeras drrivadas son conti- 
o: 


E t % e a E 
nuas y de 0(e ) y F Le) seccionslmente continua en todo intervalo fini- 


16 Cálculo Oper 
to 0-%-t <T, entonées la L/ PY ()/ existe p 
ma 1 Ñ 2 
Qt is ropas ES pro 
(12 
.o. Ss "(or )- F 
Ejemplo 3. Detorminar L/ e) con ¿in entero > 


Solución. La función t% satisface todas las 
sis del teorema 8, así tenemos: 
"_tn-1 y Y 
F(o)=""(0)= ... "Y (o) =0; Fr Yko)=0: 


Luego, según (15) escribimos: 


tn+l 
/ 


[ll y n= 4 LOf y ny 


E 


de donde 


que coincide con el resultado del:ejercicio 14 


método. e 
Ejemplo AE JOA , 
Solución. Llamando F(t) = sen”t y £(s) =L/F/ 


EN 
3sen”t cost. 


Sec.10) 


ara s>q3a y está dada por: 
+) 

O gr, (15) 
o. 


condiciones de la hipóte- 


1) 
plarl E 


mi =0 
s: 0. 


sec.2) obtenido por otro 


tenemos: 


Et E 
. 2 Si 
F" = 6sen t cost - 3 sent, 
o 2 
= 6 sent(l-sent) - 3 sento 6 sa 9 sent 

F" =6 sent - 9F(t), 
de donde 

L/F"/ = 6 L/sent/ - 9 L/F/ = <s== 9 Els 

s +1 
Según (15) es, ds 
L/F"/ = s£(s) - s F(0+) - rr(o+) 
paro F(0+)= P'(0+) = 0 , luego 
2 6 : 
so£(s) = gue. -96£(s) 
: ; s +9 
y de aquí obtenemos; 
£(s) = . 
Ejemplo. Calcular L/F(t)/ donde 
; 4 02 
28). =4 3 t>2 


Solución/ En la fig.5(a)se ilustra*F(t) y a 
PY y FP" respectivamente. 
' Utilizando la (13) para el caso « 


L/F"/ = 1/6*/ = 1/0/ = sH/3/ 
donde G(0+) = F!(0+) = 1 y a, = G(2+) - 
luego: : AS 
E O = sL/G/ - 1+c 


Por otro lado 


Mi 


ontinuidad roasultas 


B0e, 10) Transformada de Laplace Ela 


r(0) ha Pr(t)=0(e) 


(b) Len) E 
Fig. 8 


L/G/ =L/P'/ = sL/P/ - F(0+) - eS lF(o+) - F(2-)) 


1L/G/ = 8 £(8) +2 ares 


entonces nos queda; 


+0 
1 


s[s £(s) + 2 E] =1l+ 
de donde: 


, s>0, 
Ss e 
que coincide con el resultado del ejercicio 22 sec.3).” 
Una aplicación importante de la £órmula (15) la encontramos al tra- 
tar de solucionar ccouaciones diferenciales lineales ordinarias con coc 
ficiintes constantcos como podemos apreciar on el siguicnte 


y 


Ejemplo 6, Hallar uno solución particular de la ccuación diforencial 


yt) + 2 yr(t) + Y(t) =0, 


con las condiciones + (0) =0 ; CL) == De 
Solución. Aplicendo el Operador L a ambos miembros de la ecuación : 


D/Y%f + 21/11/ + 1/Y/ = 0 


y utilizando.la (15) 'cscribimos: 


53 
s“y(s)'= s'Y(0+) - Y1(0+) + 2 [sy(s) - Y(o+)) + y(s) =0 
«Y teniendo en cuenta.que Y(0+) = O resúltas 
Cs" +28 +1 )y8) =(s + 1)2(8) = Y1(0) 
de donde: Yr(0) 
JAS) = o 
Pero (s+1) 
sf ty bm E 
entonces; (5+2) 


Y(t) = Y(0) t 


Y con la condición Y(1) = 1 se tieno: 


vd) = (0) e su 
finalmente: 


que £s la solución particular buscada. 
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47, Considerar la función F(t) del ejorcicio 29 sec.7). Hallar su ima- 
gen usando la 1/E/, 

9. Considerar la función F(t) del ejercicio 26 sec.7). Hallar su iha- 
gen usando la L/F"*/, 

49, Utilizar la función G(t) del cjercicio 


38 sec.8) : Hallar la imagen 
usando la L/G'/. 


50. Dada la función F(t) 
(P./a)t uta 
F(t) = ad +27, agtt oa 
0 t= La t 
ilustrada en la fig.9, hallar su imagen > 
utilizando transformadss de derivadas. 
r(t) 
doo 
> a t . 
51. Idem ejercicio anterior para la fun- O lucero 
ción escalonada que s« ilustra en la fig.10 bl... 4 : ; 
J P: $ s) 
' A ' 
Duran ñ ; És 


52. En la fig.11 sc ilustra la función lla 
mada diente de sierra, ltilizando transfor 
madas de derivadas hallar su imagon. 1 de 


53, Idem ejercicio anterior para la función 
que Se ilustra en la fig. 12. 


11. DERIVADAS DE TRANSFORMADAS. Teorema 9. 
tinua en todo iitervalo finito 0 £t £ “Esa 
tonces la deriveda de ordon n 


Ss e iy ? L/ 


Sec. 11) Transformada úe Laplace : 19 


Seti cito que F(t) sca seccional; * 
mente eetámis y existan la 


s derivadas de cual- 
quicr orden de A Esto Y s sus úerivadas son 
funciones continuas de s , ; 

Una aplicación importante del teorema enterior la encontramos, por 
ejemplo, en la solución de ecuaciones difen nciales ordinarias lineales 
con coeficientes var lables como. se apz - 


Ejemplo 1. Hallar una solución particular Y(t) de la siguiente ecuación 
diferencial: E 


t Y (e) - Y(t) =0 Ó 


con las condiciones 
Solución.' Aplicando 


a ambos miembros de la ecuación es; 


L/ tY9* /+ _ L/t1/ - 1/%/ = ) 
y según (16): 5 . Bo 
- LE y E sl af] < 0 h ! 
ds 2 ds : 
Do sarrollando las et ¿madas de las derivadas oscri'bimos: 
«Ha 3y(s) - $rlo) - sYu(o) 2 yn(0)] Sás + sy s) - Y(o)) - y(s) 


y utilizando las condiciones iniciales nos quedas 


d 3 1é 
- 35 y(s) = 2) - 577 Brtal) - y()=0 
de donác; 
yr ls) - PT 
ys) Ey 
Integrando se obtiene: 
[a] 
ln y(s) = - 31n s + 1n CC = ln =3 
s 


o bién : . 3 
vs) = 0 s”, 


Sabemos que 1/tó Li Dl e, por lo tanto, teniendo en cuenta esto úl- 
timo y la. condición inicial Y"(0)=2 pera hallar la constante C, nos 
queda: 


s 2 2 
) =C sc satisfacen y además Y(t) = t% sa- 
Lal, por lo tanto es la solución particular 


Las condiciones de = dal 
tisface la i 
VusCrda. 


de ecuaciones linoa= 


Tambiú 


les ordinarias con 


Pútús 


Ejemplo 2. Kaller L, 
Solución . Como 'L/cos aty.= 


20 Cálculo Oncracional Sec,12) 


3 .2 at 2 
54. t 55. E BF 50. at:,sen at 
57. atch at 52. 59. t cos at 
, 2 X 
SU. sen at +at cos at Bf, En .. ER at 
a 


12, TRANSFORMADAS DE F UNCIONES PERIODICAS . orema 10. Si F(t) es una 
paid cid ARO 

«Función periódica de período T y seccionalmente continua en un período 

0é£t £T, entonces su transformada de Laplace existe y cstá dada por: 


| rear 
O PE AA s >0. (17) 


Demostración. Aplicando a la función 


periódica la definición (1) y te - F(t) 
a % E P(t+2r 
niendo en cuenta que F(t) = F(t+n7) — (e) Ft 27) 
| POt+T F(t+37 
con n entero > 0 resulta: A AAyS IS rt ) 


e “F(t)dt + 


ia 07 a Va A Ñ bad 
=st_ “st | SA io it” , 
£(s)= 6 a : 


| . t 
E 38 Ea ; A > 
a 1 m en m 
+ e Stat. si ds 37 e 
or - FPig.13 


La primera integral os la transformada de F(t) sin trensladar(fig.13 
La segunda, es la trenstormada de F(t) transledada al intervalo (7,2 


Le 
T) 


2 =sT p st Ñ 
erá igual ae e F(t)dt. La torcora 


que, por la OA )s 
integral es la trans£ il da a F(t) transl cdéda al intervalo (27,37 
; pa 
; SN al ís nent entonces cscri. 
due es anal a 2s Es orar y asísucosivamente, E Es 
bimos* á , 
a trar 
E ST, 287 0 
£(s) E A - 
do il á =sT 
Ll. ee 


donde se ha tenido cn cuenta que 


Ls 
=1+x+x +x +oo.... converge si [x|] <1 


y sc ha hecho X=0 5 


Ejemplo. Hallar la 1/ [sen tl / . En la figura de le derccha vemos ilus 
y / € 


trada la £u anción, siendo el período 7 = 
Solución: AR0Ee [sont] 
qe 
-s+ 
O sen t dt | 

“Ó 4 

£(s) les / IN 

=s YT l f ho + 
lle si ey Y t 


Sec.12) 


2l 
E e in E 
pa fe e sent - cost). 1 l+e pe 
5 IN 5 PAE ir 
e. so +1 lo (s*+1fLa 7 
le id + 
3 sn/2 
multiplicando y dividiendo por e y nos queda: 
2 
4 “sf P 
ab ad A A anís 1/2) 
= == E A AA 
(7, EVA jor (41) ontan /2) 
e 1 o 
£(s) = =5-  cthfsn/2). 
s +1 y 


Hallar las imágenes de las Funciones periódicas que se indicen a 
continuación. 


63. Función de ondz cuadrída, 


had pao ? 


52. Función de onda tai 


Ei , 


Obsérvese que la función de onda cuadrada cs la derivada de la función" 
da onda triangular. Cóxo se relacionan sis respectivas transformadas ? 


54, Función de onda senoidal rec- AD, Función de onda diento de sierra. 
tificada. : a A 


er S 


, 

; 

| E 

> z 3 
2a 3a ÍA 


_resul Lado de pida 


E de Función de onda senoldrl somi- 


«Tectificada. de 2% sent ¡088 e 
j A F(t) = UE mo ad 
217 
> AN o 
y > T 
b 0ét<a 
Bo ' , E ¿ rus ( 
| ! y E 0 aL: 
á A ; 1 t 
a di 


jercicio 53 
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1 INTEGRALES IMPROPIAS DEPENDIENTES DE UN P£RAMETRO, La int 
algunas de-cuyas propi edades jp mos b ahora, €es 


cn impropia dependiente S+ nos demostrado ad A su 
onvergencia y convergenoi L esta sección destecaremos otro 
comportamiento importante de y nos introduciremos en el nuevo 
concepto mediante el siguiente ej con ¿remos la integra 
[o] 
a =st. 
es) =| ea y (18) 
“O Si 


que es la L/1/ = 1/s. En vez do realizar una sóla integración cn (0,0), 
lo haremos como sigue: 


q 00 
Sá arar + atar 
Ss 
”O ms 
Escribimos 00 5 
=st eS 
R(s,T) = a UE Ss ] 
YT * S 
esto es: 
a) T 
R(s,T) = e ar | 


Nos preguntamos ahora; si damos un £> 0, será.posible encontrar, un nú 
mero N=N(€) tal qua para todo T>N(É) sea [R(s,7) <t, inccpendion 
temente de los valores de s en un int e So és Ae y de manera ta 

que N dependa sólo de e y no dol conjunto ES ,B] ?. Voamos si es- 
to sucede con nuestro ejemplo. k 


; s>0 


[2] 


yr? 


Consideremos I = lo <s, £ s<«o)], donde s, es un valor fijo indepondien 
Ss 


te de . En estas SENASEnOS A 

+ y : : * La : : 

b j 88 Ñ 
k A Aa cuando s>s, . 

=É 

Luego: : " ee 

é a 
, 

y costa condición de acotación se verifica si T>(1/s,) In(1/€ 5,). Lucgó - 


ca todo T>N(£), 
iciones diremos 
pte vospecto de s on l= fo< s <co] 


existe un valor N = N( £) independiente de s tal que pa2 
R|<econ O<s, £És<w, o bién 0<s<0w. En estas cond 
que la integral (18) converge uniformer 


será estudiar la 
as a F(t) y nara cllo 


El paso siguic 


integrel (1) bajo detcrminadas eon ds 
diciones impues i y 


unos 21: sigu tor 


Teora 


11. Si F(t) es una fun Lone ate continua en todo inter, 
valo finito 0£t£%7 y de O(u (ntonces: , 


converge uniform 
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Demostración . Para probar el teoroma drbemos demostrar que, dado un 
£ >0, existo N=5 (8 tel que para todo T>N es ¡R|<s, y donde N no depen 
de de: s en el intervalo 0AISLIO. En efecto: 


, 


co (es) 
= errar] e lrtar de 


pero |r fame ót entonces 


Spee ist 


con s, independiente de Ss, por lo tanto, 
o ES 


' [en 
Iri< .u ire 
det dE 
o DIEN: 
M ls -0)7 4 $ - 
Pes e So 4 (sas 235,>04), 


Luego, bajo las condicionas impuestas a F(t), oxiste un Ne N(€ Et) = 


(1/5,- 0).11 M/e( 5,1) indopendiente de s sobre B.,0), ó [a<s,£ s<o0): 
tal que para todo T>N, le]< t, lo que prueba el :too.oma. i 


Más adelante estudia aremos una propiedad de la trensformada de Dates 
Y para ello necesitaremos rocurrir a un importante teorema que pasaremos. 
a enunciar y ¡suya demostración puéde: estudiarse an textos de anélisis- . 
que tratan sobra convergóncia do integra Les. 


Teorema 12, si f(s,t) es una función continua de s y de t en el rectán- :' 
gulo aÉ£s£b, cét<ow y £(t) una función seceionalmente -contitta 
a x ea. leidas e CO 
Para tX3cy si la integral £(s) = PB(s,t) £(tjat converge uniforme 
e 
mente respecto de s sobre cl intervalo fa, b] entonces: 


“b b ¿0 Do 
B(s,t)£(t)atds = g(s,t)2£(tjsr 
E 


a a «Cc ¡el 


Bste tcorema nos asegura que, bajo determinadas: condiciones es posible 
ta k 
intercambiar el ordun de integreción; 


14. INTEGRACION DE TRA si F(t) es una función sec 

lonalmonte contimaia 0%£t<€T7 y de O(éxplat)) 
y si LyF/ = £(s), entonces: 

co 
1 / a S ElxJadx  , (s>0) . (19) 7 

: e. F(t) A 

siempri que lim «e exista, 
t ->0+ Ñ 

Demostración. Reocurrimos .altaore 1%. a funciones con las que esta 


nOs Operando 
puos Bl(s,t) 


2 s 
plen con las condiciones de la hipótesis de dicho teorema 
E) y £(t) = F(8). más 108 en nuestro caso 


4=5S>43b=0 y c=0, entoncos 
wm papa (e) E E 
=x ; Ñ =xXE_ st 
flaJax = | |.e a tlatáx =  es= 1 bes 
s s 0 “o t 


Esto 
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29.0] 
5 ri), = ( D/F(t)/ádx. 


as 
€omo F(t) es seccionalmento continua y de Ole ¿08 


có JOE $ : E 
de 0(e ”) y sera scccionalmente continua en O £ t 


£ 
F(t) m7 d 
el  lím 2 . En estas condiciones, la 1/F(t)/t/ 
4e existencia) 1ó que complita la domostreción. 
a s -at. 
Ejemplo. Hallar L/(1 - e WE La 
Solución. La e pa 1 - exd(-=t) es seccionnimente continua (continua) 


- en todo t 2-0 y de Olexp(1t) con (2 O.2domás «s 


S 


1/s - 1/(s+a), entoncos: 


d zx 19 a 
a 
- ==] x= ln Al =1n (-5) H 


x+ta a 
Hallar las imágenes de las siguientos funcionos. ¡li 
68, sen at $ 63 1 - cos t 70, <0s at - ch bt 
E E ? E úl t 
t 
=at 2T 
7. 2 bt 72. sl - costar 73. 2 cos at - cos bt 
o T E 


15; TEOREMAS DEL VALOR INICIAL Y FINA 
teoremas que nos suministran infoxme 
producto s£(s) y el de F(t) cn los extremos 
(00,0) respectivamente. 


contimiación dos 
nte “al comnortamicnto del 
los intixvalos (0,0) y 


Teorema 14. SÍFP(t) cs 20 
08t£T y de ordon expon 
entonces; ? 


malmente continua en todo intervalo finito 
al y F(t) continua y de orácn iuxponencial 


lím s£(s) = lín P(t) = F(0+), (20) 
s »>00 t ->0+ 
cuendo £(s) = L/F(t)/. 


La (20) se conoce con ol nombre de teorema del valor inicial, 
Demostración. Recordando que: 


1/7* /=8s (3) - F(0+) 


cuando F'(t) es seccionalmente cont 
entoncos, según (3) scc.6) es; 


orden exponcnacial para t ->0 


lím 1/F'/ línm s£(s8) - F(0+) = 0 
Ss —Cco 


n 


3 ->009 


de donde: 
1Í:0 s£í s) 
s>0 


La condición 
Puede ser F(t) scccion 
pues en L/F'/ aparecerán 
con (13) sec.10) que ticnden 


sec. 15) Transformada do Laplace 25 


Teorema 15. Si F(t) es continua y de orden exponencial para t «0 con 
P*(t) seccionalmente continsa en todo intervalo finito 0 Xt £ T y de 


O(exp(at)) y sid < 0, entonces: 
lím s£(s) = lím F(t). (21) 
s =>0+ t ->0 . 
cuendo £(s) = L/F(t)/. . 


La (21) se conoce con el nombre de teoremé del valor final. sá 
Demostración. En la sec.11) hemos áicho que si una función es seccio” : 
almento contin P(4t)), su ii os una función continua de 


s cuendo s>4 . Si consideramos usta función *como F'(t) tenemos: 


L/F*(t)/ St ar, 


n 
Li 
ls) A 

o. 

A 
E 


supongamos adcmás F' 


] (t) de o( 24, con (1<O, en castas condiciones, la 
continuidad de L/F'/ está S 


rada para todo s >= 0 y podemos escribi 


co co «00 A 
A lám e Fpr(ejat = | Frtjdt= o. 
s o o. s>0 o . 
=  límF(t) - F(0+). (22) 
t ->0 . : 


Recordando el teorema anterior escribimost- . b 


límL/F*/ = lím sf(s) - F(0+) (23) 
s —>0 s-—>0 P d 


Igualando (22) nos queda: 


lím s£(s) -— F(0*) =  lím F(t) —- F(0+) 


s -—>0 t->0m sl 
de donde: : 
lín s£(s) = lám Ft). A “> 


s =>0 t ->00 


74, considerar algunas funciones dadas en los ejemplos y en los ejerci- 
cios propuestos nm este capítulo RA sis respectivas imágenes y ostudiear 
si se verifican ones (20) y (21). Observar cn dada caso el 
cumplimiento de y mdiciones impuestas por las hipótesis de los teo 
remas (14) y (15). 


Proponemos a al ón a modo de repaso general, una serie de ejer 
cicios sencillos que podrán ser resueltos con ayuda de los métodos es- 
tudiados en e En todos los casos se dan las funciones y se 


pide calcular su transformada de Lapleacue 


== sa 
DS aorta +20, 


E e 
pr a - -4 
de | (1 - cost al . EEN (Ps - e 7 
o 
79. Hallar L/F(t)/= £(s) siendo: 
pt 


26 Cálculo Cpcoracional Sec.15) 


518 Hallar y(s) = L/Y(t)/ sicndo Y(t) solución de la 


t 
o 
al. SÚt ar 82, _semít_ 
a : t 
t 
> 
58. rte + li ( (ar + le «ds seme E 
(al Jo Cc dt 
donde R, C, q. y Y son constantes. Además I(O) = 0. es 
ral x , , > a Pax 
C4, Hallar 1(s) = L/L,(t)/ donde : s 
E ¿e 
2 (e de Be 7 
; > 2 de 
35, ren wrta da 
DR E ; , E E ; - 
CO, Hallar y(s) = 1/Y(t)/ cuando ; tY" + (1-t)Y" +nY =0 ; (n=0,1,2...) w 
E7. seh at. señnsat. Ñ . . Ñ 
a 
38, Haller x(s) = L/X(t)/ cuendo; X" + 20X! + ex = F(t) 


con 4 ywctos, y £(s) = 1L/E/. 


89, E apo sonlut+4) so tgl= 4W/a, 
5 g / 


E Lo Ba 
90, rI(t) + a Tbtldt = F(t) , donde F(t) cs la función de onda 


senoical somirectificada del ejercicio 66s6c.12). 


Ol. Idem ejercicio anterior poro eligiendo vara F(t) la del cjerc. 67secl12) 


